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 و مؤسسې د مشرتابه پیغام؛کړ لوګر د لوړو زده

ا بعَْد  حامداً و مصلياً    !، أمََّ

و کړو وزارت، علمي څېړنو ته ډېره پاملرنه کړې اد افغانستان اسلامي امارت په ځانګړې توګه د لوړو زده

کړو مؤسسې د هڅو په دوام لوګر د لوړو زده ېپه دې برخه کې د پام وړ لاسته راوړنې لري. د همد

چې د  يګڼمجلې ترتیب، چاپ او خپراوی د څېړنې او نوښت لپاره یو بل ستر ګام څلورمې ګڼې د 

قدرمنو استادانو او څېړونکو هڅې او ژمنتیا انځوروي. د یادې ګڼې په منځپانګه کې د طبیعي او ټولینزو 

ڼه بعلومو بېلابېلې علمي او څېړنیزې مقالې وړاندې شوي چې د لیکوالانو تحلیلونه او نظرونه په علمي 

مه ګټه څخه لاز یاوړی شي، محصلان او لوستونکي ور د پوهې او علمي څېړنو بهیر پ چې روښانه کوي

واخلي. دا علمي څېړنیزه مجله د څېړونکو او علمي کادرونو د فکري ودې، څېړنیزو وړتیاوو، د نظرونو 

ه، بریاوې او ندې تحصیلي ادارې پرمختګو چې د او تجربو د تبادلې، علمي مرستو او نوښت وسیله ده

 هیلې څرګندوي.

په پای کې د څېړنو او علمي مجلې امریت، مسؤل مدیر، درنو استادانو، څېړونکو، لیکوالانو، د 

کتنپلاوي هیئت او ټولو  علمي او اداري برخې له همکارانو څخه مننه کوم چې ددې ګڼې په ترتیب او 

علمي هویت یې غښتلی کړ او د دې مؤسسې ت، پوهه او هڅه و نه سپموله او دچاپ کې یې وخ

په لاس د عینک  ېچې ستاس او لوستلو موقع په لاس ورکړه، هیله لرم تراتلونکو نسلونو لپاره یې د نوښ

 وي. ېعلمي او څېړنیزې شپږ میاشتنۍ مجلې منځپانګه ګټوره او هڅوونک

 والسلام

 سیدضیاءالاحمد صارم مفتي

 لوګر د لوړو زده کړو مؤسسې رئیس

۳ /۱۲/۱۴۴۶ 
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 لیکلړد مقالو 

 لیکوال/ لیکوالان د مقالې عنوان ګڼه

ن آ  ۀهای غیر خاص و محاسبانتیګرال ۀمطالع ۱

 وتوسط قضیه ریزید

  عثمانیشيرپوهنمل سید عبدالب

 پوهنمل محمد عارف عرفان اختلالات طیف اوتیسم در اطفال ۀمطالع ۲

حاصل باندې د جیوه  او ېد عامې لوبیا په ود ۳

 زېېاو هموار بستر د کښت اغ

پوهنیار سیدحفیظ الله حیات، پوهنیار کرامت 

 الله فاضل او پوهنوال یوسف خان زیار

های مهم شهای جدید و چالبررسی نوآوری ۴

 تیک انسانیآن در جن

و پوهندوی  نامزد پوهنیار محدثه هاشمي

 دکتور وحیدالله عبدالرحیم زی 

زې ېکرنقتصاد باندې د فراه ولایت پر ملي ا ۵

 زېېپانګونې اغ

 او  فواد مومند، پوهنیار نصیراحمد نصرت

 پوهنمل عبدالناصر صدیقی

بررسی مضامین اخلاقی و اجتماعی در اشعار  ۶

 حیدری وجودی

وهنمل پ وپوهندوی دکتور شفیق الله شفقت 

 دکتور بلال احمد فضلی

بررسی سلامت عمومی روان محصلان  ۷

سه تحصیلات عالی لوګر با تفکیک مؤس

 وضعیت تأهل

پوهندوی محمدطاهر خپلواک او نامزد 

 پوهنیار نجیب الله نجیب

های سجع در شعر واصل بررسی  کاربرد ګونه ۸

 شناسی اشعار ویسبککابلی و تأثیر آن بر 

وی پوهند وپوهنمل دکتور بلال احمد فضلی 

 امام الدین ابراهیمی

 هج، معایب و محاسنتبيين و تحليل  من ۹

 علمی، تفسیر فتح القدیر

پوهنمل خال محمد حقجو و دکتور امیر 

 جودوی

د ماشومانو په اسلامي روزنه کې د جوماتونو  ۱۰

 رول

پوهنیار محمدنذیز محمدي او پوهنمل 

 ابراهیم نوري

خصوصی: راهبردی برای -مشارکت عمومی ۱۱

 توسعه زیربناها در کشورهای در حال توسعه

یار محمدرسول معنوی و پوهنیار محمد پوهن

 شعیب نوری

د المشقة تجلب التیسیر فقهي قاعدې څېړنه  ۱۲

 اوتطبیقي بېلګې

 نامزد پوهنیار صفی الله حقمل

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 

 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 
 

 

 

  دویزیر ۀقضیآن توسط  ۀخاص و محاسبر یغ یهاگرالیانت ۀمطالع

  عثمانیيرشسیدعبدالبپوهنمل 

 ، افغانستان.کابل ، پوهنتونریاضیات ، پوهنحیدیپارتمنت الجبر  .1

 bashirosmani868@gmail.comایمیل آدرس: 

  خلاصه 

 

 

باشد می  ینظر  و تطبیقی اتیاضیدر ر یاز مباحث اساس یکیناسه به عنوان  ایخاص ر یغ یهاانتیگرال

 لفمختبر اساس منابع مروری  ۀمقال نیدر ادارند.  یاضیر ۀدیچیدر حل مسائل پ مهمی رانقش  که

ریاضی مختلف  هایبخشدر  هاآن مليع یشده و کاربردها یبررس هاانتیگرال نیا ۀمحاسب یهاروش

 ۀیقضاستفاده از  هاانتیگرال نیحل ا یثر برامؤ  یهااز روش یکیقرار گرفته است.  لیتحل و هیمورد تجز

تابع در  یاهریزیدواز  یر یگرا با بهره هاانتیگرال یابیکان ارزمختلط است که ام لیدر تحل دویزیر

 ۀمحاسب ، سپس روشمعرفیل مختلط یتحل اساسی میابتدا مفاه ۀمقال نیادر . کندمیفراهم  خاصنقاط 

 مسئله نی. در ادامه چندتوضیح و تشریح گردیده است دویزیر قضیه قیاز طر خاص ریغ یهاانتیگرال

 جیا. نتگرفته استقرار  یبررسبحث و مختلف مورد  یهاروش قیدق یبند مولور و فشده ارائه تطبیقی

 یهارالانتیگانواع  در محاسبهٔ  سهولتباعث  دویزیر ۀقضیکه استفاده از روش  دهدینشان م بررسی نیا

بهبود دقت  یژاردان در راستا و شيکو  یایقضا نی. همچنشودمی خاصنقاط  یو دارا خاصغیر 

 اند.مورد استفاده قرار گرفته هانتیگرالامحاسبات 

 نقاط خاص.، دویزیر ۀقضی، یلیخاص، تابع تحلر یغ های انتیگرال: کلیدی کلمات
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 کال پسرلی ۱۴۰۴د  ګڼه، څلورمه کال،  دویممجله،  ۍڅېړنیزه شپږ میاشتن -علمي د عینک سسېو کړو ملوګر د لوړو زده

 

 مقدمه

لَام  عَلََ سَ ، ربَِّ العَْالمَِینَ  الحَْمْد  للَِّهِ  لَاة  وَالسَّ دٍ وَعَلََ آلهِِ یوَالصَّ حَمَّ  .نَ یوَأصَْحَابِهِ أجَْمَعِ  دِناَ م 

 که متحول را استنوع دوم  از الخطمنحنی انتیگرالتوابع متحول مختلط در ذات خود یک  انتیگرال

احی این محاسبه در نو  ؛کندیممحاسبه  یارتباط ینچندحنی در نواحی یک ارتباطی و به امتداد من

ورمول همچنان استفاده از ف هاانتیگرال محاسبه یمعمول هایروش. شودمی تریچیدهپچندین ارتباطی 

های خاص و غیر انتیگرالبرخی  ۀهای محاسببر آن میتود علاوه .رسدنمیساده به نظر  قدرآن شيکو 

استفاده از  او ب دنکاربرد وسیع دار  ریاضیاتخاص توابع متحول مختلط و یا متحول حقیقی که در 

در مستوی حقیقی و مستوی مختلط  هاآنمحاسبه  هایوهشي، یستن محاسبهقابل یمعمول هایروش

 & Esmaeili, 2022; Shah) .اندجلب کرده به خودرا  این بخش از ریاضیات مندانعلاقهتوجه 

Kumar, 2024; Zhang, 2023.) 

 ,Brown, 2023; Sanchez) تابع تحلیلی متحول مختلط و نقاط خاص متجزای آن، ۀمقالدر این 

چنین توابع به امتداد منحنی بسته و باز در نواحی یک ارتباطی و چندین  الانتیگر  ۀمحاسب(.  2024

ع تحلیلی لوران، ریزیدوی تاب ۀنقطه خاص متجزای آن به سلسل اطرافچنین توابع در  ۀتجزی ارتباطی،

 هایروش،  ∞، در z = 0ساده و تکراری  ۀدر نقط ،z = aمتحول مختلط در نقاط خاص متجزای آن 

 ,Wang, 2024; Lee, 2023; White).گیردمیقرار  و بررسی مطالعه موردوی لوگاریتمی محاسبه ریزید

2023; Dai and Zhang, 2021.) ریزیدوی تابع تحلیلی برخی  هایروشاستفاده از  اب بر آن علاوه

 یروش معموله ب هاآن ۀهای خاص و غیرخاص توابع متحول حقیقی و مختلط که محاسبانتیگرال

ختلط را ریزیدو تابع تحلیلی متحول م قضیهاست که یکی از موارد کاربرد  شدهمحاسبه ،نیستممکن 

 . (Marsden, 2013; Carter, 2024; Huang et al., 2023) کندمیبیان 

 و دقت موثریت نظر از هاآن سهیموجود و مقا یهاجامع از روش دگاهید کیمقاله ارائه  نیهدف ا

 است.  ۀدر محاسب

 کارمواد و روش 

 ریغ یهایگرالانتمحاسبه  یهاروش یبررس اب یاست که با استفاده از منابع معتبر علم یمرور  مقاله نیا

ها و ل کتابشام یمنابع مختلف در نخستراستا،  نیمختلط پرداخته است. در ا لیتحل قیخاص از طر

 میسپس مفاه ؛دانهگرفت قرار یبررسو  موردبحث ریزیدو ۀقضیمختلط و  لیتحل بخشدر  یمقالات علم

شدهرائهاتطبیقی  مسائلدرک بهتر موضوع،  یو برا شدهیلتحل نهیزم نیمهم در ا یایو قضا یاساس

شان اند تا نانتخاب شده اتیاضیدر ر شدهشناختهمختلف معروف و مسائل  انیاز م مسائل نی. ااند

خاص به کار  ریغ یهاانتیگرال ۀدر محاسب تواندیم ریزیدو ۀقضیبر  یمبتن یهادهد که چگونه روش

 . رود
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 دویزیر ۀقضی  خاص با استفاده از ریغ یهاانتیگرال ۀروش محاسب

؛ باشد 𝑓(𝑧)تر از دو برای تابع صفر ترتیب بلند (∞)بی نهایت بعید  ۀنقط کنیممی فرض: دویزیر ۀیقض

𝑧  هٔ نقط اطرافبه سلسله لوران در  𝑓(𝑧)صورت تجزیه تابع  ینا در =  .استارای شکل ذیل د ∞

𝑓(𝑧) =
𝐶−2
𝑧2
+
𝐶−3
𝑧3
+⋅⋅⋅                                (𝐼) 

(Privalov, 2023; Guo, 2024; Sousa, 2023; Zhang, 2023). 

𝑧در محور حقیقی و نیم مستوی بالایی  𝑓(𝑧) کنیم تابعفرض  همچنان  > 0 (𝐼𝑚 𝑓 (𝑧) > دارای  (0

,𝑎1نقاط خاص تعداد نهایی  𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑛  باشد. 

ا ی بیقع در نیم مستوی بالاتوان در داخل نیم دایره وارا می 𝑓(𝑧)تمام نقاط خاص تابع در این صورت 

 مانند شکل ذیل: با مرکز در مبدأ مختصات قرار دارد 𝑅کافی بزرگ  ه قدرشعاع ب

 
 (1 شکل)

 رابطه ذیل را داریم:  𝑓(𝑧)تابع برای و اساسی ریزیدو  ۀطبق قضی

∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝐿

= 2𝜋𝑖∑𝑟𝑒𝑠(𝑓(𝑧))|𝑧=𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

 

𝐿 = 𝐶𝑅 + 𝐴𝐵 
 :چنین بنویسیم توانمی فوق ۀدر این صورت با درنظرداشت رابط

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = ∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 + ∫ 𝑓(𝑥(𝑑𝑥
𝑅

−𝑅𝐶𝑅𝐿

 

 داریم:  (𝐼)رابطه  بنابر این  نظر به

𝑓(𝑧) =
1

𝑧2
(𝐶−2 +

𝐶3
𝑧
+⋅⋅⋅) =

1

𝑧2
𝜑(𝑧) 

 طوریکه

𝜑(𝑧) = 𝐶−2 +
𝐶3
𝑧
+⋅⋅⋅⋅ 

𝑙𝑖𝑚بوده و  
𝑍→∞
𝜑(𝑍) = 𝑐−2 که  شودچنین نتیجه میشود. از اینجا  می𝜑(𝑧)  در تمام نقاط نیم دایره𝐶𝑅 

|𝜑(𝑧)|محدود است یعنی  ≤ 𝑀 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 و نقطه  𝑧 = باشد،  نقطه متمادی می 𝜑(𝑧)برای تابع  ∞

 درنتیجه 
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 کال پسرلی ۱۴۰۴د  ګڼه، څلورمه کال،  دویممجله،  ۍڅېړنیزه شپږ میاشتن -علمي د عینک سسېو کړو ملوګر د لوړو زده

 

|∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝐶𝑅

| = |∫
𝜑(𝑧)

𝑧2
𝑑𝑧

𝐶𝑅

| ≤
𝑀

𝑅2
𝜋𝑅 

𝑙𝑖𝑚
𝑅→∞

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝐶𝑅

= 0 

 از اینکه 

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑅

−𝑅

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞

 

صورت  ینا شرایط ذکر شده فوق را صدق کند، در 𝑓(𝑧)که اگر  گردید ، در عین حال ثبوتاست

∫ انتیگرال 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
+∞

−∞
 𝑓(𝑧)های تابع در حاصل جمع تمام ریزیدو  2𝜋𝑖مساوی به حاصل ضرب عدد  

 .شودمی ،قرار دارند بالاییمتجزای آن که در نیم مستوی  در نقاط خاص

∫خاص  انتیگرال غیر اده از قضیه ریزیدو با استف :مسئله
𝑑𝑥

(𝑥2+1)2

+∞

−∞
 .بررسی می کنیمرا  

𝑓(𝑧)تابع  شودمیدیده  طوریکه =
1

(𝑧2+1)2
باشد. نقطه بی نهایت بعید دارای صفر ترتیب چهار می در 

𝑧اما در نقطه  = ±𝑖 یعنی  ؛دارای قطب ترتیب دو است 

𝑓(𝑧) =
1

(𝑧2 + 1)2
=

1

(𝑧 − 𝑖)2(𝑧 + 𝑖)2
 

𝑧نقطه   = −𝑖 ی قرار ندارد اما نقطه یی و یا نیم دایره بالایدر نیم مستوی بالا𝑧 = 𝑖  قطب ترتیب دو

 : می توانیم چنین بنویسیمصورت  ینا باشد در ی مییدر نیم دایره بالا 𝑓(𝑧)تابع 

𝑟𝑒𝑠 [
1

(𝑧 − 𝑖)2(𝑧 + 𝑖)2
]
𝑧=𝑖

= 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑖

𝑑

𝑑𝑧
[

(𝑧 − 𝑖)2

(𝑧 − 𝑖)2(𝑧 + 𝑖)2
]
𝑧=𝑖

= 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑖

𝑑

𝑑𝑧
[

1

(𝑧 + 𝑖)2
]
𝑧=𝑖

 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑖
(−

2(𝑧 + 𝑖)

(𝑧 + 𝑖)4
) = 𝑙𝑖𝑚

𝑧→𝑖
(−

2

(𝑧 + 𝑖)3
) = −

2

(𝑖 + 𝑖)3
= −

2

(2𝑖)3
= −

2

8𝑖3
= −

2

8𝑖2𝑖
 

=
2𝑖

8𝑖 ⋅ 𝑖
= −

2𝑖

8
= −

𝑖

4
 

 ر نتیجه چنین حاصل می گردد:د

∫
𝑑𝑥

(𝑥2 + 1)2

+∞

−∞

= 2𝜋𝑖(−
𝑖

4
) = −

2𝜋𝑖2

4
=
𝜋

2
 

∫ انتیگرال 𝑓(𝑧)𝑑𝑧
+∞

−∞
 .کردبندی  را فورمولآن و بررسیتوان را به کمک قضیه ژاردان نیز می 

شته در نیم مستوی بالایی قرار دا 𝑧0و مرکز  𝑅روی قوس دایروی با شعاع  𝐶𝑅 کنیمفرض ژاردان:  ۀقضی

 : باشددارای شکل تحلیلی ذیل  𝑓(𝑧)و تابع  باشد

𝑓(𝑧) = 𝑒𝑖𝑡𝑧𝑓(𝑧)          𝑡 > 0 
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 (2شکل )

؛ باشد ی نقاط خاصیی دارای تعداد نهایتحلیلی بوده و در نیم مستوی بالادر محور حقیقی  𝑓(𝑧)اگر 

𝑙𝑖𝑚ضمناً 
𝑧→∞

𝐹(𝑧) =  :شودمی ئهرارابطه به صورت ذیل اصورت  ینا در، شود0

𝑙𝑖𝑚
𝑅→∞

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0
𝐶𝑅

 

,𝑎1واضح است که اگر  𝑎2, 𝑎3, . . . 𝑎𝑛   نقاط خاص تابع𝑓(𝑧) در آن ی باشد، یدر نیم مستوی بالا

 داریم: 𝑅قدر کافی بزرگ رای بصورت 

∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖 ∑ 𝑟𝑒𝑠(𝑓(𝑧))|𝑧=𝑎𝑘
𝑛
𝑘=1

𝑥2
𝑥1𝐶𝑅

  

𝑥2واضح است که برای  → ∞, 𝑥1 → −∞, 𝑅 → 𝑅، و طبق قضیه ژاردان عبور حدی ذیل را برای  ∞ →

 حاصل می کنیم:  ∞

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞

= 2𝜋𝑖∑𝑟𝑒𝑠(𝑓(𝑧))|𝑧=𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

 

∫   خاصر غی انتیگرالژاردان  أبا کاربرد قضی: مسئله
𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑥2−2𝑥+10

+∞

−∞
𝑑𝑥  بررسی می کنیمرا. 

𝑓(𝑧)تابع  =
𝑧𝑒𝑖𝑧

𝑧2−2𝑧+10
𝑡شرایط قضیه ژاردان برای   = 𝑓(𝑧). در اینجا کندمیصدق  1 =

𝑧

𝑧2−2𝑧+10
بوده  

 معادله  رهایو نقاط خاص آن قطب ترتیب یک و یا جذ

𝑧2 − 2𝑧 + 10 = 0 
=∆شد. از اینجا  با می  1− 10 = −9, , √∆= √−9 = ±3𝑖  

𝑧1 = 1+ 3𝑖 
𝑧2 = 1− 3𝑖 

𝑧2صفر های ترتیب یک تابع  𝑧2و  𝑧1) نقاط  − 2𝑧 + 10 =  (.اند 0

𝑧1ی فقط یگانه نقطه خاص قطبی یدر نیم مستوی بالا = 1 + 3𝑖 .قرار دارد 

 بنابراین

𝑟𝑒𝑠(𝑓(𝑧))𝑧=1+3𝑖 =
𝑧𝑒𝑖𝑧

(𝑧2 − 2𝑧 + 10)′
|𝑧=1+3𝑖 =

𝑧𝑒𝑖𝑧

2𝑧 − 2
|𝑧=1+3𝑖 =

(1+ 3𝑖)𝑒𝑖(1+3𝑖)

2(1+ 3𝑖) − 2
 

=
(1+ 3𝑖)𝑒−3+𝑖

2 + 6𝑖 − 2
=
(1+ 3𝑖)𝑒−3+𝑖

6𝑖
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 و همچنان

∫
𝑥𝑒𝑖𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 10

∞

−∞

𝑑𝑥 = 2𝜋𝑖
(1 + 3𝑖)𝑒−3+𝑖

6𝑖
=
𝜋

3
𝑒−3(1 + 3𝑖)𝑒𝑖  

=
𝜋𝑒−3

3
(1+ 3𝑖)(𝑐𝑜𝑠 1 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 1) =

𝜋𝑒−3

3
(𝑐𝑜𝑠 1 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 1 + 3𝑖 𝑐𝑜𝑠 1− 3 𝑠𝑖𝑛 1) 

=
𝜋𝑒−3

3
((𝑐𝑜𝑠 1− 3 𝑠𝑖𝑛 1) + 𝑖(𝑠𝑖𝑛 1+ 3 𝑐𝑜𝑠 1)) = 

=
𝜋𝑒−3

3
(𝑐𝑜𝑠 1 − 3 𝑠𝑖𝑛 1) + 𝑖

𝜋𝑒−3

3
(𝑠𝑖𝑛 1+ 3 𝑐𝑜𝑠 1) ⋅⋅⋅⋅ (∗) 

 از جانب دیگر 

∫
𝑥𝑒𝑖𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 10

∞

−∞

𝑑𝑥 = ∫
𝑥(𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝑥)

𝑥2 − 2𝑥 + 10

∞

−∞

𝑑𝑥 

= ∫
𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 10

∞

−∞

𝑑𝑥 + 𝑖 ∫
𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 10

∞

−∞

𝑑𝑥 

 داریم: (∗) رابطه با درنظر داشت

∫
𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 10

∞

−∞

𝑑𝑥 =
𝜋

3
(𝑐𝑜𝑠 1− 𝑖 𝑠𝑖𝑛 1)𝑒−3 

∫
𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥2 − 2𝑥 + 10

∞

−∞

𝑑𝑥 =
𝜋

3
(3 𝑐𝑜𝑠 1 + 𝑠𝑖𝑛 1) 

شمول محور حقیقی به استثنای نقاط خاص ه ی بیدر نیم مستوی بالا 𝑓(𝑧) فرض کنیم: 1قضیه

𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛  دی قرار دارنیقاط خاص مذکور در نیم مستوی بالان ین صورتدر ا ،باشدتحلیلی ،

|𝑓(𝑧)| برعلاوه ≤
𝑀

|𝑧|𝑚
|𝑧|به تمام قیمت های   ≥ 𝑅 ینجا ا است. در𝑚 ≥ کافی  ه قدرعدد ب 𝑅و  2

  (Zhang, 2023) صورت : ینا باشد، دربزرگ می

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

−∞

= 2𝜋𝑖∑𝑟𝑒𝑠𝑓(𝑧)

𝑛

𝑖=1

|𝑧=𝑎𝑖  

است،  رسم می در حرکتساعت  ۀرا که خلاف حرکت عقرب 𝑅شعاع  با 𝐿ی یبوت : نیم دایره بالاث

در داخل نیم دایره  𝑓(𝑧)تمام نقاط خاص تابع  طوریکه ؛مرکز دایره در مبدأ مختصات قرار دارد  ؛کنیم

𝐿 .قرار گیرند 
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 (3شکل )

 :بنویسیم یمتواناساسی ریزیدو می ۀنظربه قضی

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖∑𝑟𝑒𝑠𝑓(𝑧)                   (𝐼𝐼)

𝑛

𝑖=1

 

𝐿

𝑅

−𝑅

 

|𝑓(𝑧)| رابطه هاکه به تمام قیمتاز این ≤
𝑀

|𝑧|𝑚
, |𝑧| ≥ 𝑅 .درست است 

 بر اینبنا

|∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝐿

| ≤
𝑀

𝑅𝑚
𝜋𝑅 =

𝜋𝑀

𝑅𝑚−1
                             (𝐼𝐼𝐼) 

𝑚 − 1 ≥ 1 ⇒ 𝑚 ≥ 2 
𝑅برای  (𝐼𝐼𝐼)از رابطه  →  که: نتیجه گرفتتوان می ∞

|∫𝑓(𝑧)𝑑𝑧
𝐿

| =
𝜋𝑀

𝑅𝑚−1  𝑅→∞ 
→     0 

 شود.در نتیجه رابطه ذیل حاصل می

1

( ) 2 ( )
i

n

z ai

f x dx i f zres




 
 

∫ خاصغیر  انتیگرال: مسئله
𝑑𝑥

1+𝑥4

+∞

−∞
 .می کنیم بررسیرا  

𝑓(𝑧)تابع  =
1

1+𝑧4
,𝑎2ی به استثنای نقاط یدر نیم مستوی بالا  𝑎1 باشد.تحلیلی می 

𝑎1 = 𝑒
𝑖
𝜋
4 =

√2

2
(1+ 𝑖), 𝑎2 = 𝑒

𝑖
3𝜋
4 =

√2

2
(−1+ 𝑖) 

 ی یدر نیم مستوی بالا برعلاوهقطب ساده دارد.  𝑎2و  𝑎1در نقاط  𝑓(𝑧)تابع 
1

|1 + 𝑧4|
= |𝑓(𝑧)| ≤

1

|𝑧|4
 

𝑚 = 4 > 2 
 محاسبه می کنیم .  𝑎2و  𝑎1را در نقاط  𝑓(𝑧)است. ریزیدوی تابع 

𝑟𝑒𝑠𝑓(𝑧) =
1

𝜓′(𝑎𝑖)
, 𝑖 = 1,2, . .. 

𝜓(𝑧)ینجا ا در = 1 + 𝑧4  و𝜓′(𝑧) = 4𝑧3 پس،  شودمی 

𝜓′(𝑎1) = 4 ⋅ 𝑒3𝑖⋅
𝜋
4 = 4𝑒𝑖

3𝜋
4 = 4(𝑐𝑜𝑠

3𝜋

4
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

3𝜋

4
) = 

= 4(𝑐𝑜𝑠(
𝜋

2
+ 45∘) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛(

𝜋

2
+ 45∘)) = 4(− 𝑠𝑖𝑛 4 5∘ + 𝑖 𝑐𝑜𝑠 4 5∘) 

= −4(𝑠𝑖𝑛 4 5∘ − 𝑖 𝑐𝑜𝑠 4 5∘) = −4(𝑐𝑜𝑠( − 45)∘ + 𝑖 𝑐𝑜𝑠( − 45)∘) = −4𝑒−𝑖
𝜋
4 ≠ 0 

𝜓′(𝑎2) = 4 ⋅ 𝑒3⋅𝑖⋅
3𝜋
4 = 4𝑒𝑖

9𝜋
4 = 4(𝑐𝑜𝑠

9𝜋

4
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

9𝜋

4
) = 

= 4(𝑐𝑜𝑠( 2𝜋 + 45∘) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛( 2𝜋 + 45∘)) = 4(𝑐𝑜𝑠 4 5∘ + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 4 5∘) = 4𝑒𝑖
𝜋
4 ≠ 0 
  :به این ترتیب

𝑟𝑒𝑠𝑓(𝑎1) = −
1

4
⋅

1

𝑒−𝑖
𝜋
4

= −
1

4
𝑒𝑖
𝜋
4  
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𝑟𝑒𝑠𝑓(𝑎2) =
1

4
⋅
1

𝑒𝑖
𝜋
4

=
1

4
𝑒−𝑖

𝜋
4  

 :ه قرار ذیل استمليحاصل ع

∫
𝑑𝑥

1+ 𝑥4

+∞

−∞

= 2𝜋𝑖 [−
1

4
𝑒𝑖
𝜋
4 +

1

4
𝑒−𝑖

𝜋
4 ] =

𝑖2𝜋𝑖

𝑖4
[−𝑒𝑖

𝜋
4 + 𝑒−𝑖

𝜋
4 ] = 𝜋 [

𝑒𝑖
𝜋
4 − 𝑒−𝑖

𝜋
4

2𝑖
] 

= 𝜋 ⋅ 𝑠𝑖𝑛
𝜋

4
=
𝜋√2

2
 

𝑤تابع  کنیمفرض می:  2قضیه  = 𝑓(𝑧) ر حقیقی به استثنای نقاط شمول محو هی بیدر نیم مستوی بالا

𝑎𝑛ی یخاص نها , . . . , 𝑎2, 𝑎1 باشدتحلیلی  ،ی قرار دارندیکه در نیم مستوی بالا (Huang, 2024). 

  اً ضمن

𝑙𝑖𝑚
𝑧→∞
𝑓(𝑧) = 0 

 صورت:  ینا ، دراست

∫ 𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝑥𝑑𝑥
+∞

−∞
= 2𝜋𝑖∑𝑟𝑒𝑠𝑓(𝑎𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

𝑓(𝑥)که تابع ثبوت: از این = 𝑒𝑖𝑧 که تابع  باشددارای همان نقاط خاصی می𝑓(𝑧) دارد.  1 ۀدر قضی

 توانیم بنویسیم که:میبناء نظر به قضیه مذکور 

∫ 𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝑥
+𝑅

−𝑅

𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝑧

𝐿

𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖∑ 𝑟𝑒𝑠𝑓(𝑎𝑖)𝑒
𝑖𝑎𝑗

𝑛

𝑗=1

= 2𝜋𝑖∑𝑟𝑒𝑠𝑧=𝑎𝑗𝑓(𝑧)𝑒
𝑖𝑧

𝑛

𝑗=1

 

𝑅که در صورت تقرب  خاطر نشان ساختباید  → ∫ انتیگرال ∞ 𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑧
𝐿

𝑑𝑧 طرف صفر تقرب ه ب

𝑧. با وضع کندمی = 𝑅𝑒𝑖𝜑  داریم :  

𝑑𝑧 = 𝑖 𝑅𝑒𝑖𝜑 𝑑 𝜑 

𝑒𝑖𝑧 = 𝑒𝑖 𝑅𝑒
𝑖𝜑  = 𝑒𝑖𝑅(𝑐𝑜𝑠 𝜑+𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜑) = 𝑒𝑅(𝑖 𝑐𝑜𝑠 𝜑−𝑠𝑖𝑛 𝜑) = 𝑒𝑖𝑅(𝑐𝑜𝑠 𝜑−

1
𝑖
𝑠𝑖𝑛 𝜑)

= 𝑒𝑖𝑅(𝑐𝑜𝑠 𝜑+𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜑) 
𝑒𝑖𝑧 = 𝑒𝑖𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜑 ⋅ 𝑒𝑖𝑅𝐶𝑜𝑠𝜑 , 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋 

𝐴 = |∫𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑧𝑑𝑧
𝐿

| = |∫ 𝑓(𝑅𝑒𝑖𝜑) 𝑒−𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜑 ⋅ 𝑒𝑖𝑅 𝑐𝑜𝑠𝜑 ⋅ 𝑖 𝑅𝑒𝑖𝜑 𝑑 𝜑
𝜋

0

| 

≤ ∫ |𝑓(𝑅𝑒𝑖𝜑)|
𝜋

0

⋅ |𝑒−𝑅 𝑠𝑖𝑛𝜑| ⋅ |𝑒𝑖𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝜑| ⋅ |𝑖𝑅|||𝑒𝑖𝜑  |∫ |𝑓(𝑅𝑒𝑖𝜑)|
𝜋

0

−𝑅 𝑠𝑖𝑛𝜑

| 

|𝑓(𝑅𝑒𝑖𝜑)|نظربه شرط قضیه  ≤ 𝜀 0های به تمام قیمت ≤ 𝜑 ≤ 𝜋  به قیمت براین ، بناکندمیصدق

𝑠𝑖𝑛های  𝜑 >
2𝜑

𝜋
, 0 ≤ 𝜑 ≤

𝜋

2
 بوده و  

𝐴 ≤ 𝜀∫ 𝑅𝑒−𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜑  
𝜋

0

= 2𝜀 ∫ 𝑅𝑒−𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜑 𝑑 𝜑

𝜋
2

0

≤ 2𝜀 ∫ 𝑅𝑒−
2𝑅𝜑
2 𝑑

𝜋
2

0

𝜑 = (
2𝑅𝜑

𝜋
= 1) 

= 𝜀𝜋∫ 𝑒−𝑡
𝑅

0

𝑑𝑡 = 𝜋𝜀(1− 𝑒−𝑅) < 𝜋𝜀 

𝐴به این ترتیب در صورت تقر ب  → 0, 𝑅 → ∞  : 
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∫ 𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝑥𝑑𝑥
∞

−∞
= 2𝜋𝑖∑𝑟𝑒𝑠𝑓(𝑧)𝑒𝑖𝑧|𝑧=𝑎𝑗

𝑛

𝑗=1

 

صورت با ساختار مشخص دوره  ینا در روی محور حقیقی نقاط خاص داشته باشد، در 𝑓(𝑧)اگر تابع 

𝑓(𝑧) تابع به صورت: مسئله کرد.بررسی  مربوطه  را  انتیگرالتوان می گیری،  انتیگرال =
1

𝑧
 داده شده 

𝑧. این تابع روی محور حقیقی دارای قطب ساده است = 𝑙𝑖𝑚 ضمناً  بوده 0
𝑧→∞

1

𝑧
= طور یکنواخت  0

𝑎𝑟𝑔نظربه  𝑧 = 𝜑 باشد. می 

کنیم، جهت دور نیز تشکیل می ،ده شده استنشان دا (4) در شکل کهطوریگیری را  انتیگرال ۀدور 

 در شکل تعیین شده است.

 
 (4)شکل 

𝑒𝑖𝑧در ساحه خط شده تابع 

𝑧
 داریم: شيکو  ۀتحلیلی است به این سبب نظر به قضی 𝜀و  𝑅های به تمام قیمت 

∫
𝑒−𝑖𝑥

𝑥
𝑑𝑥

−𝜀

−𝑅

+∫
𝑒𝑖𝑥

𝑥
𝑑𝑥

𝑅

𝜀

+∫
𝑒𝑖𝑧

𝑧
𝑑𝑧

𝐿

−∫
𝑒𝑖𝑧

𝑧𝛾

𝑑𝑧 = 0                     (𝐼𝑉) 

 ساعت جهت دارد. ۀمطابق حرکت عقرب 𝛾نیم دایره 

 ،در بالا نشان داده شد کهطوری

𝑙𝑖𝑚
𝑅→∞

∫
𝑒𝑖𝑧

𝑧𝐿

𝑑𝑧 = 0                                      (𝑉) 

𝑧 قرار دادنهمچنان با  = 𝜀𝑒𝑖𝜑 داریم 

𝑙𝑖𝑚
𝜀→0
∫
𝑒𝑖𝑧

𝑧
𝑑𝑧

𝛾

= 𝑙𝑖𝑚
𝜀→0
∫ 𝑒𝑖𝜀(𝑐𝑜𝑠 𝜑+𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜑) ⋅

𝑖𝜀𝑒𝑖𝜑𝑑𝜑

𝜀𝑒𝑖𝜑
=

𝑅

0

 

= 𝑖𝑙𝑖𝑚
𝜀→0
∫ 𝑒𝑖𝜀(𝑐𝑜𝑠 𝜑+𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜑)
𝜋

0

𝑑𝜑 = 𝑖 ∫ 𝑑𝜑
𝜋

0

= 𝜋𝑖 

 :د کهدست آور همی توان ب (𝐼𝑉)به این ترتیب از رابطه 

0 0 0 0

0 0
0

0

lim lim lim lim

1
lim lim2 2

2 2

sin
2

i x i x i x i xR R R

RR R R R

i x i x i x i x i x i xR R R

R R

R

e e e e
i dx dx dx dx

x x x x

e e e e e e
dx i dx i dx

x ix x ix

x
i dx i

x

   

 





 

   
      

  

 
  

     

  
   

 

   

  


 

  :از اینجا
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∫
𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥

𝑅

0

𝑑𝑥 =
𝜋

2
 

𝑠𝑖𝑛که تابع از این 𝑥

𝑥
 در نتیجه  قیمت ذیل حاصل می شود.جفت است ،   

∫
𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥

∞

−∞

𝑑𝑥 = 𝜋 

𝑐𝑜𝑠و یا  𝑠𝑖𝑛𝑥مضرب  انتیگرالتبصره: اگر تحت علامه  𝑥 صورت بهتر  این شته باشد،  دروجود دا

𝑠𝑖𝑛توابع  انتیگرالاست  𝑥  و یا𝑐𝑜𝑠 𝑥  انتیگرالرا به 𝑒𝑖𝑧  تبدیل کرد. زیرا|𝑠𝑖𝑛 𝑧|  و|𝑐𝑜𝑠 𝑧|  در صورت

𝑧تقرب  → |𝑒𝑖𝑧|نامحدود تزاید می کنند. اما تابع  ∞ = 𝑒−𝑦 → 𝑦)است،  وقتیکه 0 > 0), 𝑦 → ∞  .

 تدر این صور 

|𝑒𝑖𝑧| = |𝑒𝑖(𝑥+𝑖𝑦)| = |𝑒𝑖𝑥 ⋅ 𝑒𝑖
2𝑦| = |𝑒𝑖𝑥| ⋅ |𝑒−𝑦| = 

= |𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝑥)||𝑒−𝑦| = √𝑐𝑜𝑠2 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛2 𝑥 𝑒−𝑦 = 1 ⋅ 𝑒−𝑦
 𝑦→∞ 
→     0 

𝑠𝑖𝑛یعنی روش توابع  𝑧  و𝑐𝑜𝑠 𝑧  با روش تابع𝑓(𝑧) انتیگرالد. بعد از تبدیل و محاسبه تفاوت دارن 

∫ 𝑓(𝑥)𝑒𝑖𝑥𝑑𝑥
+∞

−∞
 های  انتیگرالکه  به دست می آوریممختلط آنرا جدا کرده  قسمت  حقیقی و 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥
+∞

−∞
, ∫ 𝑓(𝑥) 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥

+∞

−∞
 

 مساوی به چه میشوند.

,𝛼) غیر عادی انتیگرال: مسئله 𝑎 > 0) ∫
𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑥

𝑎2+𝑥2
𝑑𝑥

+∞

0
 .بررسی می کنیمرا  

𝑓(𝑧)تابع  =
𝑒𝑖𝛼𝑧

𝑎2+𝑧2
𝑧را در نظر میگیریم. تابع مورد نظر در نیم مستوی بالایی به استثنای نقطه   = 𝑎𝑖 

 تابع  .تحلیلی است

𝑓(𝑧) =
1

𝑎2 + 𝑧2
 

𝑧در صورت تقرب  → 𝑎𝑟𝑔نظر به  ∞ 𝑧 = 𝜑 کندمیت به صفر تقرب طور یکنواخ. 

 داریم: 2به این ترتیب نظربه قضیه 

∫
𝑒𝑖𝛼𝑥

𝑎2 + 𝑥2
𝑑𝑥

+∞

−∞

= 2𝜋𝑖𝑟𝑒𝑠
𝑒𝑖𝛼𝑧

𝑎2 + 𝑧2
|𝑧=𝑎𝑖 = 2𝜋𝑖

𝑒𝑖𝛼𝑎𝑖

(𝑎2 + 𝑧2)′|𝑧=𝑎𝑖
= 

= 2𝜋𝑖
𝑒−𝛼⋅𝑎

2𝑧|𝑧=𝑎𝑖
= 2𝜋𝑖

𝑒−𝛼𝑎

2𝑎𝑖
=
𝜋

𝑎
𝑒𝛼𝑎 

𝐼 غیر عادی انتیگرال: مسئله = ∫
𝑠𝑖𝑛2 𝑥

1+𝑥2

∞

0
𝑑𝑥  کنیمبررسی میرا. 

𝐼 = ∫
1− 𝑐𝑜𝑠 2 𝑥

2(1 + 𝑥2)

∞

0

𝑑𝑥 =
1

2
∫

1

1+ 𝑥2

∞

0

𝑑𝑥 −
1

2
∫
𝑐𝑜𝑠 2 𝑥

1 + 𝑥2

∞

0

𝑑𝑥 = 

=
1

2
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛

∞
|
0
−
1

2
⋅
𝜋

2
⋅ 𝑒−2 =

1

2
⋅
𝜋

2
−
𝜋

4
𝑒−2 =

𝜋

4
(1− 𝑒−2) 

 دست می آید که:هدر نتیجه ب

∫
𝑠𝑖𝑛2 𝑥

1+ 𝑥2

∞

0

𝑑 =
𝜋

4
(1− 𝑒−2) 
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 گیرینتیجه

 لیحلدر ت ریزیدو ۀقضیخاص با استفاده از ر یغ یهاانتیگرالمحاسبه  هایروش مقاله مروری نیدر ا

که چگونه  ته اسنشان داده شد دویزیر ۀیبا استفاده از قض ه وقرار گرفت یبررس بحث و مختلط مورد

کرد.  یابینقاط ارز نیتابع در ا یهاریزیدو  ۀمحاسب قیرا از طر خاصنقاط  یدارا یهاانتیگرال توانیم

و  ییاکه شامل توابع نم یهاانتیگرال ۀمحاسب یبراو موثر  دیژاردان به عنوان ابزار مف ۀیقض انچنهم

که  هددمیشده نشان  انجام هایو بررسی شدهارائهمسائل  .گردیده است یمعرف ،هستند یکسر 

در  شترمؤثریت بیدقت بالا و  یدارا قضیه ریزیدواز جمله روش  مختلط لیبر تحل یمبتن یهاروش

 بسته در صفحه مختلط یرهایاستفاده از مس نیبر ا علاوه .هستندات یاضیاز مسائل ر متخلف هایبخش

و  کندیم آسانرا  زیبرانگ چالشو  ۀپیچید یهاانتیگرالاز  یار یحل بس مراحلها، ریزیدو  نییو تع

و  یقیحق یهاانتیگرالاز  یاانواع گسترده هٔ محاسب یرا برا یلیو تحل یعدد هایروش میامکان تعم

ۀ و حل عالمط یبرا اساسبه عنوان  تواندیم بررسی نیاحاصل از  جی. نتاکندمیمختلط فراهم 

 خاص در مسائل مختلف ریاضیات به صورت تطبیقی مورد استفاده قرار گیرد.های غیر انتیگرال
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 ABSTRACT 

 Improper integrals, as one of the fundamental topics in both applied and 

theoretical mathematics, play a significant role in solving complex 

mathematical problems. In this review article, various methods for 

evaluating these integrals are examined based on different sources, and 

their practical applications in various branches of mathematics are 

analyzed. One of the effective approaches for solving such integrals is the 

use of the Residue Theorem in complex analysis, which enables the 

evaluation of integrals by utilizing the residues of functions at specific 

singular points. The article begins by introducing the fundamental concepts 

of complex analysis, followed by a detailed explanation of the method for 

calculating improper integrals through the Residue Theorem. 

Subsequently, several practical problems are presented, and the precise 

formulation of different methods are discussed and analyzed. The findings 

indicate that the use of the Residue Theorem facilitates the calculation of 

various improper integrals, particularly those with singularities. Moreover, 

the Cauchy and Jordan theorems have also been employed to enhance the 

accuracy of integral calculations. 
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