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 او مني فصل بيدو کال د  ۱۴۰۲د  ګڼه، لومړۍکال،  لومړۍمجله،  ۍڅېړنیزه شپږ میاشتن -علمي د عینک لوګر د لوړو زده کړو مؤسسې

 زمان از مستقل غیرخَی یهاستمیس پایداری بررسی

 خیرزاده عبدالمنیر پوهنمل

 .پنجشیر عالی تحصیلات سسهٔ مؤ  ، تربیه و تعلیم یحٔ پوهن ،ریاضی دیپارتمنت 

 abdulmunirkhirzada@yahoo.com ایمیل آدرس: 

 خلاصه

 اغلب در زمان زا مستقل یرخَیغ هاییستمس حتی ،یرخَیغ هاییستمس انواع پایداری تجزیه و تحلیل 

 هاییستمس تعادل نقاط پایداری بررسی مقاله این در .باشدمی یرممکنغ حتی یا و مشکل بسیار موارد

 از یک یدینامیک هاییستمس ناپایدار تعادل نقاط یدارسازیپا گردید، ارائه زمان از مستقل یرخَیغ

 است. رناکخَ بالقوه و فایدهیب عموما   ناپایدار سیستم زیرا .باشدمی اساسی و مهم بسیار موضوعات

 روش یکی روش دو به زمان از مستقل یرخَیغ دینامیکی هاییستمس پایدارسازی تحقیق یندر ا

 به لیاپانوف پایداری یهاروش است. گردیده بررسی لغزشی لو کنتر  روش دیگری و لیاپانوف

 پرداخته لیاپانوف عتواب تولید برای متغیر گرادیان و کراسوفسکی هایروش به تعادل نقاط وتحلیلیهزتج

 در رخَی،غی هاییستمس پایداری تحلیل برای گذشته صدسال از بیش در لیاپانوف توابع است.

 در اصلی رابزا لیاپانوف توابع شک بدون امروزه است. قرارگرفته بیشتر موردتوجه لو کنتر  و ریاضیات

 یدارسازیاپ برای جدید و مؤثر یهاروش از یکی هستند. سیستم لو کنتر  و طراحی در پایداری آنالیز

 نواعا همه در که است این روش این موثریت .باشدمی لغزشی لو کنتر  روش ناپایدار، هاییستمس

 .باشدمی اجراقابل زمان به وابسته و زمان از مستقل غیرخَی، خَی، هاییستمس

 تعادل. نقَه لغزشی، کنترل سازی، خَی لیاپانوف، توابع :کلیدی کلمات

 مقدمه

 ستمسی یک برای .یرخَیغ و خَی ،باشندمی دو نوع به زمان از مستقل دینامیکی هاییستمس

 ناپایدار سیستم ینکها دلیل به شود، تعیین باید که باشدمی موضوعی ینترمهم تقریبا   پایداری دینامیکی،

 فعالیت به شروع که باشدمی پایدار سیستمی کیفی ازلحاظ است، خَرناک بالقوه و فایدهیب عموما  

 شود. کار قَهن اطراف در آن دائمی ماندن باقی به منجر مَلوبش، کار ۀنقَ نزدیک موقعیتی از سیستم،

 سبب به مسیر رد اختلال که باشدمی پایداری تعیین مسئله، طیاره، کنترولی هاییستمس در طور مثالبه

 هاییستمس و یرخَیغ هاییستمس برای نشود. پرواز مسیر در ۀملاحظقابل انحراف باعث طوفان، شدت

 (Nyquist) نیکویست پایداری معیار ازجمله که دارد، وجود زیادی پایداری معیارهای زمان از مستقل

 (.۱۳7۲ )برقز، (Routh) روت پایداری و

 باشد. زمان به تهوابس یرخَیغ سیستم که باشندینم کاربرد و اجراقابل پایداری معیارهای چنین زمانی

 کار به یرخَیغ هاییستمس خاص بخش یک در ممکن نیکویست پایداری معیار که داد تذکر باید
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 هجری شمسی ۱۴۰۲  تابستان و خزان ،تحصیلات عالی لوګر، سال اول، شماره اول ۀتحقیقی عینک مؤسس -علمی ۀدو فصلنام

 الکساندر روش هکاررفتبه یرخَیغ هاییستمس پایداری بررسی برای که روشی ینمؤثرتر شود. گرفته

 نوزدهم قرن اواخر در روش این است. (Alexander Mikhailovich Lyapunovلیاپانوف)

 اولین برای میلادی ۱8۹۲ سال در و شد، مَرح لیاپانوف الکساندر بنام روسی دانریاضی توسط میلادی

 افراد توسط هک علمی تحقیقات مورد در شد. ترجمه فرانسوی زبان به پوانکاره توسط و شد منتشر بار

 شد باعث یجهنت در گرفت صورت (Lefschetsولفشتز) (Lasalle) لاسال (Lureلور) چون مختلف

               گیرد رارق لو کنتر  مهندسی هایگروه بیشتر توجه مورد لیاپانونف کار میلادی، ۱۹6۰ ۀده اوایل در که

 (.۱۳8۴)ابوالعباس،

 :باشدمی پایداری تحلیل برای روش دو شامل لیاپانوف کار اساس

 ینقَه اطراف در یرخَیغ سیستم یک موضعی پایداری مورد در که روش :سازی خَی روش  -۱

 .کندمی بحث آن خَی تقریب پایداری خواص روی از تعادل

 حرکات هب محدود است، گرفتهشکل لیاپانوف اصَلاحا   توابع اساس بر که روش مستقیم: روش -۲

 ازلحاظ ،یرخَیغ و خَی شامل دینامیکی، هاییستمس ۀهم در روش این ،شودینم کوچک

 بزرگ و کوچک حرکات محدوده در و نامحدود یا محدود مرتبه گسسته، یا پیوسته زمانی

  (.۱۳8۲ )اسلوتین،باشدمی استفادهقابل

 بدون را سیستم یک پایداری توانیمیم ما لیاپانوف مستقیم روش یریکارگبه با اینکه، همه از ترارزش با

 یرخَیغ هایستمیس وضعیت اینکه یللبد  است، مفید خیلی که یم،کن تعیین را نآ  وضعیت معادلات حل

 در مناسب فلیاپانو  تابع یک یافتن روش، این معمولی مشکل است. مشکل بسیار زمان به وابسته یا

 ندارد، وجود فلیاپانو  تابع یافتن برای یمؤثر  کلی راه هیچ کهییازآنجا است، شده فرض سیستم یک

 ییهاروش از توانمی کار این برای کرد. استفاده لیاپانوف توابع یجستجو  ایبر  خَا و از امتحان باید

 Variable Gradientمتغیر) گرادیان روش و (Krasovskii methodکراسوفسکی) روش چون

method) گرفت. کمک نیز 

 کار روش و مواد

 بررسی آن هدف و گرفته صورت یاکتابخانه نوع تحقیق هایروش از استفاده با علمی مقاله این در

 است دهشاستفاده آن از تحقیق این در که مواد است. زمان از مستقل غیرخَی هاییستمس پایداری

 .باشدیم است رسیده نشر به جهانی معتبر هایسایت در که تحقیقی علمی مقالات و مجلات کتب،
 

 زمان از مستقل یرخَیغ دینامیکی هاییستمس

 صورتبه (Nonlinear Time Invariant systemsزمان) از مستقل یرخَیغ دینامیکی سیستم 

 :شودمی نوشته زیر

ẋ(t) = f(x(t)) , x(t0) = x0 ∈ Rn (I) 
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 او مني فصل بيدو کال د  ۱۴۰۲د  ګڼه، لومړۍکال،  لومړۍمجله،  ۍڅېړنیزه شپږ میاشتن -علمي د عینک لوګر د لوړو زده کړو مؤسسې

x و باشدمی Rn به Rn از تابع یک f بالا، سیستم در = (x1, x2, x3, … , xn) متغیر که است حامل 

 .شودمی نامیده وضعیت

  :باشندمی زیر صورتبه یرخَیغ لیو تر کن هاییستمس :1 تبصره

ẋ(t) = f(x(t), u)  
 غییراتت سبب تنها اولیه، شرایط در اندک هایتفاوت خَی، هاییستمدر س (:chaosآشوب) .1تعریف

 َییرخغ هاییستمس .باشدینم طورینا یرخَیغ هاییستمس در اما ،شودمی خروجی در کوچکی

 بسیار زانمی به سیستم خروجی آن ۀواسَبه که دهند، نمایش خود از توانندیم آشوب بنام را ایپدیده

 سیستم پاسخ ییرخَغ سیستم از کاملی مدل داشتن با حتی .باشدمی حساس اولیه شرایط به نسبت زیاد

 تصادفی تحرک از یراحتبهتوان می را آشوب .باشدینم بینییشپ قابل یخوببه طولانی زمان مدت در

 یامدهایپ ماا است، نامعلوم و تصادفی بار، هر در سکه یک پرتاب نتیجه مثال ورطبه کرد. تفکیک

           است بینییشپ قابل و پایدار ،شودمی تکرار زیادی تعداد به کهیهنگام پدیده این انتظار مورد

 (.Khalil، 2003 و 1385 پینج، 1382 )اسلوتین،

ẋ دینامیکی سیستم (:Equilibrium point) تعادل ینقَه ،۲تعریف = f(x) گیریمیم نظر در را، 

x نقَه است، Rn به Rnاز تابع یک f آن در که = x∗ سیستم تعادل نقَه یک ẋ = f(x) ،است 

 تعادل ۀنقَ یک زمانی ∗x یعنی بماند، باقی ∗x در ابد تا و شد ∗x موقعیت در سیستم وضعیت که هرگاه

f(x∗) هک شودمی گفته سیستم این =  شود. 0

 تأخیر با همراه زمان از مستقل یرخَیغ دینامیکی هاییستمس

 از تاس عبارت تأخیر هستند، زمانی تأخیر مسائل ،یرخَیغ هاییستمس مسائل از دیگری یک

 هاهیدپد یساز مدل در .گرددینم ظاهر سیستم خروجی ورودی، اعمال باوجود که باشدمی یزمانمدت

 همیشه که ،کنیممی استفاده (Ordinary Differential Equationsمعمولی) رانسیلدیف معادلات از

ẋ(t) شدهواقع توجه مورد حال زمان = f(x(t), t)، در معادله یهاجواب واقعی مدل یک در اما 

 دیفرانسیل معادله کی کنیم بیان گذشته اساس بر را معادله کهیدرصورت است، یرگذارتأث نیز گذشته زمان

 یرهاتأخ بیان نترلیک هایییستمس بسیار دینامیک زمانی تأخیر با معادلات یلۀوسبه ممکن داریم. یریختأ 

 یزیکیف خواص به خاطر و شوند نمایان خروجی یا و لو کنتر  ورودی سیستم، وضعیت در است ممکن

 برای همچنین ند،و ش ظاهر سیستم متغیرهای یریگاندازه یا پیام انتقال سیستم، در شدهاستفاده تجهیزات

 زمانی أخیرت با هاییستمسن توامی یرگهمه هاییماریب دینامیک در مختلف مکانیسم چندین یساز مدل

 کرد. استفاده

 رشد و کنترل تئوری در بارها (Delay Differential Equations)یریتأخ دیفرانسیل معادلات

 ۀنقَ در تابع مقدار که یطور  هستند، اولیه ارمقد مسائل با مشابه معادلات نوع این ،انددادهرخ جمعیت

 یفرانسیلد لاتد معا و شدهیعتوز یریتأخ دیفرانسیل معادلات .اندنوع دو به و باشد، معلوم باید آغاز

 گسسته. یریتأخ
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 هجری شمسی ۱۴۰۲  تابستان و خزان ،تحصیلات عالی لوګر، سال اول، شماره اول ۀتحقیقی عینک مؤسس -علمی ۀدو فصلنام

 از دسته یک روی x به وابسته f که شودمی گفته معادلات به :شدهیعتوز یریتأخ دیفرانسیل معادلات

τ دارد بزرگ اندازهیب امکان هک گذشته مقادیر =  .اندشده محاسبه ∞

 را گذشته مقادیر زا متناهی مقدار تنها که شودمی گفته معادلات به :گسسته یریتأخ دیفرانسیل لاتد معا

 .شودمی شامل

τ1 اینکه فرض با < τ2 < ⋯ < τm مجموعه یک m دهیرها تأخن که است، مثبت اعداد از تایی 

 ها τi است ممکن همچنین ،شودمی داده نشان τm توسط یرتأخ ینتربزرگ که یطور  ،شدیرها تأخ

τi از تابعی = τi(t), t از تابعی یا و t و τi = τi(t, x ), x ،یکتوان می صورت یندر ا باشند 

 گرفت. نظر در زیر صورتبه را یریتأخ دیفرانسیل معادله

ẋ = g(t, x(t), x(t − τ1),⋯ , x(t − τm)); x ∈ Rn                                 (II) 
t در مناسب اولیه شرایط با = t0 

x(t) = ϕ0(t), t0 − τm ≤ t ≤ t0 
:ϕ0 ،که یطور  R → Rn باشدمی پیوسته طوربه و معلوم تابع یک. ϕ0(t) اولیه، تابع t0 اولیه لحظه 

t] و − τm, t0 ] شودیم نامیده اولیه مقدار. 

 قدربه r برای همچنین است، معادله تعادل نقَه ∗x کنیممی فرض گرفته، در نظر را (II) معادله :2 تبصره

g ،بزرگ کافی ∈ Cr ،با متناظر مشخصه معادله یساز ساده منظوربه باشد (II)، معادله ابتدا (II) را 

 نماییم.می سازی خَی

ẋ(t) = A0x(t) + ∑Ajx(t − τj) +

m

j=1

g(x(t), x(t − τ1),⋯ , x(t − τm)) (III) 

 ،که یطور 

Aj = Djg(x
∗, ⋯ , x∗);  j = 0,1,⋯ ,m 

  و

f(x(t), x(t − τ1),⋯ , x(t − τm))

= g(t, x(t), x(t − τ1),⋯ , x(t − τm)) − A0x(t)

− ∑Ajx(t − τj)

m

j=1

 

 است. آن مؤلفه امین-j به نسبت g ژاکوبین Djg که

 کرد، ارائه زیر صورتبهتوان می را x(t) برای (III) معادله

ẋ(t) = L(xt) + F(xt)                                                                               (IV) 
:L ،که یطور  C × Rn → Rn گرددمی بیان زیر صورتبه و باشدمی خَی تابع، 

L(ϕ) = A0ϕ(0) + ∑Ajϕ(−τj)

m

j=1
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 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 او مني فصل بيدو کال د  ۱۴۰۲د  ګڼه، لومړۍکال،  لومړۍمجله،  ۍڅېړنیزه شپږ میاشتن -علمي د عینک لوګر د لوړو زده کړو مؤسسې

:F  و C × Rn → Rnشودمی تعریف زیر صورتبه که است خَی یرخَیغ،  

F(ϕ) = f(ϕ(0), ϕ(−τ1),⋯ ,ϕ(−τm)) 
  ،که یطور 

xt(θ) = x(t + θ),−τ ≤ θ ≤ 0 
 کرد، ارائه زیر صورتبهتوان می را (IV) سازی خَی با متناظر مشخصه معادله

ẋ(t) = L(xt) = A0x(t) + ∑Ajx(t − τj)

m

j=1

 

x(t) تعویض با = exp (λt)ν که ν ∈ Rn داریم، یجهنت در  

[λI − A0 − ∑Ajexp(−λτj)

m

j=1

] expλtν = 0 

 از، است عبارت مشخصه معادله یجهنت در

det [λI − A0 − ∑Aje
−λτj

m

j=1

] = 0                                                          (V) 

 شود. مراجعه (Campbell، ۲۰۰7 ) به بیشتر جزئیات برای

 لیاپانوف سازی خَی روش

 یرخَیغ سیستم یک پایداری به است، مشهور نیز لیاپانوف یرمستقیمغ روش بنام که روش این

 در تیحرکا برای یرخَیغ سیستم یک که باشدمی مَلب این یهبر پا روش این اساس .پردازدیم

 طبیعت رد موجود هاییستمس تمام کهییازآنجا .کندمی رفتار شاخَی تقریب مشابه کوچک، محدوده

 در خَی لو کنتر  یهاروش یریکارگبه اصولی توجیه لیاپانوف سازی خَی روش هستند، یرخَیغ ذاتا  

 پایداری خَی، لو کنتر  توسط پایدار طراحی یک که دهدمی نشان روش این است. عملی مسائل

 .کندمی تضمین را اصلی موضعی

 زمان از مستقل هاییستمس سازی خَی

ẋ زمان از مستقل سیستم = f(x) اینکه فرض با بگیریم، در نظر را f(x) یرپذمشتق پیوسته طوربه 

x فوق سیستم تعادل نقَه که کنیممی فرض همچنین باشد. = f(0) یعنی 0 =  شرح اکنون باشد.0

x نقَه حول را فوق سیستم تیلور =  نویسیم.می 0

ẋ = (
∂f

∂x
) |x=0x + fh,o,t(x) = Ax + fh,o,t(x)                                      (VI) 

 fh,o,t برحسب بالاتری درجه جملات بیانگر x .است 

An×n ژاکوبی متریکس f برحسب x در x =  آن متریکس اجزای که است، 0
∂fi

∂xj
  یعنی ؛باشندمی 
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 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 هجری شمسی ۱۴۰۲  تابستان و خزان ،تحصیلات عالی لوګر، سال اول، شماره اول ۀتحقیقی عینک مؤسس -علمی ۀدو فصلنام

A =

[
 
 
 
 
∂f1
∂x1

⋯
∂f1
∂xn

⋮ ⋮
∂fn
∂x1

⋯
∂fn
∂xn]

 
 
 
 

 

ẋ سیستم حال = Ax یرخَیغ سیستم خَی، تقریب یا شده سازی خَی ẋ = f(x) نقَه در x =

 .(1382 )اسلوتین،گوییممی 0

 به u لو نتر ک ورودی با زمان از مستقل را یرخَیغ سیستم یک باشیم خواسته اگر مشابه، طوربه

ẋ شکل = f(x, u) یلورت شرح باشد، آن تعادل نقَه مختصات مبدأ که یطور  کنیم، سازی خَی را 

f نویسیممی زیر طور مبدأ حول را، 

ẋ = (
∂f

∂x
) |(x=0,u=0)x + (

∂f

∂x
) |(x=0,u=0)+fh,o,t(x) = Ax + Bu + fh,o,t(x) 

 fh,o,t برحسب بالاتری درجه جملات بیانگر x .است 

An×n ژاکوبی متریکس f  حسببر x در (x = 0, u =  آن متریکس اجزای که است، (0
∂fi

∂xj
 

 .باشدمی

Bn×n ژاکوبی متریکس f برحسب x در (x = 0, u =  آن متریکس اجزای که است، (0
∂fi

∂xj
 

 است. هایورود تعداد m و ،باشدمی

 لیاپانوف سازی خَی

x اینکه فرض با = ẋ یرخَیغ سیستم تعادل نقَه 0 = f(x) و باشد D ⊂ Rn نقاطی مجموعه یک 

:f همچنین باشد، مبدأ شامل که D → Rn باشد. یرپذمشتق پیوسته طوربه تابع 

ẋ که کنید فرض = Ax سیستم خَی تقریب ẋ = f(x) در x = i و باشد، 0 = 1,⋯ , n, λi، 

 باشند. A ماتریکس ویژه مقادیر

Reλi هر قیمت به اگر -۱ < 0, i = 1,⋯ , n ،ماتریکس ویژه دیرمقا همه یعنی باشد A دارای 

 رخَییغ و بوده، پایدار شده سازی خَی سیستم صورت ینا در باشند، منفی حقیقی قسمت

 است. پایدار مجانبی صورتبه

Reλi یک قیمت به حداقل اگر -۲ > 0, i = 1,⋯ , n ،یژهو مقادیر از یکی حداقل یعنی باشد 

 باشند، نفیم حقیقی قسمت دارای ژهوی مقادیر بقیه و باشد، مثبت حقیقی قسمت دارای A متریکس

 .هستند یدارناپا خَی یرخَیغ و شده سازی خَی سیستم صورت ینا در

Reλi یک قیمت به حداقل اگر -۳ = 0, i = 1,⋯ , n ،قسمت دارای ویژه مقادیر سایر و باشد 

 در اما ست،ا پایدار ایحاشیه طوربه شده سازی خَی سیستم صورت ینا در باشند، منفی حقیقی
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 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 او مني فصل بيدو کال د  ۱۴۰۲د  ګڼه، لومړۍکال،  لومړۍمجله،  ۍڅېړنیزه شپږ میاشتن -علمي د عینک لوګر د لوړو زده کړو مؤسسې

 (Khalal، ۲۰۰۳به) بیشتر معلومات برای گرفت.توان ینم اینتیجه هیچ خَی یرخَیغ یس مورد

 شود. مراجعه

} سیستم :۱مثال
x1̇ = x2 

x2̇ = −asinx1 − bx2
,a که یطور   b > o خَی روش از استفاده با ،باشندمی 

 کنید. بررسی را سیستم این تعادل نقاط پایداری لیاپانوف سازی

E1 دارد، تعادل نقَهسه فوق سیستم حل: = (0,0), E2 = (π, 0), E3 = (2π, 0)  

  ،کنیممی دریافت را سیستم ژاکوبی متریکس

∂f

∂x
=

[
 
 
 
∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2]

 
 
 

= [
0 1

−acosx1 −b
] 

 ،کنیممی محاسبه نقَه این در را ژاکوبی متریکس E1 تعادل نقَه پایداری تحلیل منظوربه

A1 =
∂f

∂x
|E1

= [
0 1

−a −b
] 

 از، اندعبارت A1 متریکس ویژه مقادیر

λ1 = −1
2⁄ b + 1

2⁄
√b2 − 4a , λ2 = −1

2⁄ b − 1
2⁄

√b2 − 4a 

 ،کنیممی بررسی را سیستم یهاحالت

b2 اگر -۱ > 4a ،صورت این در باشد Reλ1 < Reλ2 و 0 <  است. 0

b2 اگر -۲ < 4a ،صورت این در باشد λ1 و λ2 شوند،می نوشته زیر طور 

λ1 = −1
2⁄ b + 1

2⁄ 𝑖√4a − b2 , λ2 = −1
2⁄ b − 1

2⁄ 𝑖√4a − b2 

Reλ1 نیز حالت یندر ا < Reλ2 و 0 <  است. 0

b2 اگر -۳ = 4a ،صورت این در باشد Reλ1 < Reλ2 و 0 <  است. 0

  .باشدمی مجانبی پایدار E1 تعادل نقَه در لیاپانوف سازی خَی قضیه به نظر فوق سیستم جهینت در

 ،کرد منتقل مبدأ بهتوان می را E2 تعادل نقَه ،کنیممی بررسی E2 نقَه در را ژاکوبی متریکس حال

𝑋1 = x1 − 𝜋 و 𝑋2 = x2. 

A2 =
∂f

∂x
|E2

= [
0 1
a −b

] 

 از، اندعبارت A2 متریکس ویژه یرمقاد

λ1 = −1
2⁄ b + 1

2⁄ √b2 + 4a , λ2 = −1
2⁄ b − 1

2⁄ √b2 + 4a 

,a هر قیمت به b > Reλ1 داریم، 0 < Reλ2 و 0 <  E2 تعادل نقَه در فوق سیستم بنا ،0

 .باشدمی E1 نقَه مانند E3 نقَه در سیستم حالت است. ناپایدار
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 هجری شمسی ۱۴۰۲  تابستان و خزان ،تحصیلات عالی لوګر، سال اول، شماره اول ۀتحقیقی عینک مؤسس -علمی ۀدو فصلنام

 زمان از مستقل یرخَیغ هاییستمس پانوفلیا توابع

 ایساده لشک کراسوفسکی روش ،گرددمی ارائه متغیر گرادیان و کراسوفسکی روش دو مورد، این در

ẋ زمان از مستقل یرخَیغ هاییستمس در لیاپانوف تابع از = f(x(t)) روش و کندمی پیشنهاد را 

ẋ ایهیستمس برای را لیاپانوفی تابع مزدوج گرادیان = f(x(t))  یرخَیغ یهااتم یرخَیغ همچنانو 

ẋ زمان به وابسته = f(x(t), t) اسلوتین،می به دست(و ۱۳8۲ آورد Ogata، ۲۰۱۰.) 

 کراسوفسکی روش  -۱

ẋ زمان از مستقل سیستم  = f(x(t)) و تعادل ینقَه مبدأ اینکه فرض با گیریم،می نظر در را A 

 مبدأ شامل همسایگی یک D که کنیممی فرض طورینهم اشد،ب سیستم این ژاکوبی متریکس بیانگر

F متریکس اگر باشد، = A + AT همسایگی درD تعادل نقَه صورت این در باشد، منفی و معین 

V(x) صورتبه سیستم این در لیاپانوف تابع یک و ،باشدمی پایدار مجانبی صورتبه = fT(x)f(x) 

 .باشدمی

,‖V(x)‖ کهیهنگام علاوهبه و باشد، حالت فضای تمام D اگر ‖x‖ →  نقَه صورت این در باشد ∞

 .(۱۳8۲، )اسلوتینباشدمی سراسر صورتبه مجانبی پایدار تعادل

} یرخَیغ سیستم و پایداری کراسوفسکی روش از استفاده با :۲مثال
x1̇ = −6x1 + 2x2 

x2̇ = 2x1 − 6x2 − 2x2
3 

 کنید. تعیین را

 .آوریممی به دست را سیستم ژاکوبی متریکس تدااب حل:

A =
∂f

∂x
= [

−6 2
2 −6 − 6x2

2] 

 .آوریممی به دست را F متریکس حال

F = A + AT = [
−12 4
4 −12 − 12x2

2] 

𝒱1،𝒱2 هر قیمت به یراز است، منفی و معین F متریکس ∈ R هر قیمت به و x1, x2 ≠  داریم: 0

 [𝒱1 𝒱2] [
−12 4
4 −12 − 12x2

2] [
𝒱1

𝒱2
]

= −12𝒱1
2 − 12𝒱2

2 + 8𝒱1𝒱2 − 12x2
2𝒱2

2 

= −۴(𝒱1 − 𝒱2)
2 − 8𝒱1

2 − 8𝒱2
2 − 12x2

2𝒱2
2 

 .باشدمی پایدار مجانبی صورتبه مبدأ کراسوفسکی قضیه ینبنابرا

 رمتغی گرادیان روش -۲

 شکل اول روش این در ،باشدمی لیاپانوف توابع یافتن برای ظاهری راهیک متغیر، گرادیان روش 

 واسَهبه اپانوفلی تابع خود سپس ،شودمی فرض ناشناخته لیاپانوف تابع یک گرادیان برای مشخصی

 (.Ogata، ۲۰۱۰ و ۱۳8۲ )اسلوتین،آیدمی به دست گرادیانش از یریگانتگرال
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 او مني فصل بيدو کال د  ۱۴۰۲د  ګڼه، لومړۍکال،  لومړۍمجله،  ۍڅېړنیزه شپږ میاشتن -علمي د عینک لوګر د لوړو زده کړو مؤسسې

 دارد. ارتباط گرادیانش با زیر انتگرالی رابَه با V(x) راسکال تابع

V(x) = ∫∇Vdx

x

0

                                                                                       (VII) 

V∇ آن در که = [
∂V

∂x1
⋯

∂V

∂xn
]
T

 .باشدمی 

 از لشک )اینگریمیم نظر در زیر صورتبه را یانگراد تابع پیشنهادی شکل یک ابتدا روش این در

 نیست(. فرد به منحصر گرادیان تابع

∇V = [∇V1 ⋯∇Vn]
T                                                                              (VIII) 

 .شودمی پیشنهاد زیر صورتبه Vi∇ آن در و

∇Vi = ∑aijxij , 1 ≤ i ≤ n

n

j=1

 

aij گیردمی صورت زیر طور آن متریکس نمایش شوند. تعیین باید که هستند ضرایبی: 

∇V = [

a11x1 + a12x2 + ⋯ +a1nxn

⋮ ⋮
an1x1 + an2x2 + ⋯ +annxn

] 

 شرایط ا  اصَلاح زیر شرایط در باید گرادیان تابع V∇ از V یکتای اسکالر تابع یک یافتن جهت

 کند. صدق را ،شوندمی نامیده (Curl conditionتاو)

∂∇Vi

∂xi
=

∂∇Vi

∂xi
, i, j = 1,2,3,⋯ , n 

 از مستقل (V) هرابَ یریگانتگرال نتیجه که کندمی ایجاب تاو شرایط برقراری اینکه دلیل به :3 تبصره

 هر موازی نوبتهب که مسیری امتداد در رییگانتگرال که است مناسب معمولا  باشد، یریگانتگرال مسیر

 یعنی: گردد. مشخص است، مختصات یمحورها از کدام

V(x) = ∫ ∇V1dx1

x1,(x2=x3=⋯=xn=0)

0

+ ∫ ∇V2dx2

x2,(x3=⋯=xn=0)

0

+ ⋯

+ ∫ ∇Vndxn

xn

0

 

} سیستم پایداری جهت را مناسبی لیاپانوف تابع :۳مثال
x1̇ = −x1 + 2x1

2x2 
x2̇ = −x2 

 گرادیان روش با 

 آورید. به دست متغیر

 باشد، زیر صورتبه ناشناخته لیاپانوف تابع گرادیان کنیممی فرض حل:

∇V = [
∇V1

∇V2
] = [

a11x1 + a12x2

a21x1 + a22x2
] 



     26 یقی عینک، بخش علوم طبیعیتحق -مجلۀ علمی

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 هجری شمسی ۱۴۰۲  تابستان و خزان ،تحصیلات عالی لوګر، سال اول، شماره اول ۀتحقیقی عینک مؤسس -علمی ۀدو فصلنام

a11 صورتبه را aij ضرایب اگر = a22 = a12 و 1 = a21 =  صورت این در کنیم، انتخاب 0

 ،گرددمی تحریر زیر صورتبه گرادیان تابع

{
∇V1 = x1

∇V2 = x2
⟹ ∇V = [x1 x2]

T 

 نماییمیم بررسی را تاو معادلات بودن درست

∂∇V1

∂x2
=

∂∇V2

∂x1
= 0 

V̇ کنیممی محاسبه را 

V̇ = ∇V ∙ ẋ = ∇V1 ∙ ẋ1 + ∇V2 ∙ ẋ2 = x1(−x1 + 2x1
2x2) + x2(−x2) 

= −x1
2(−1 + 2x1x2) − x2

2 
V̇ باشدمی منفی معین موضعی صورتبه زیر محدوده در،  

−۱ + ۲x1x2 > 0 

 .باشدمی x2 و x1 برای محدودیت یک نامساوی این حقیقت در

 ،کنیممی محاسبه زیر صورتبه را V حال

V(x) = ∫ x1dx1

x1,(x2=0)

0

+ ∫ x2dx2

x2

0

= 1
2⁄ (x1

2 + x2
2) 

x1x2 نامساوی توسط که ایناحیه در فوق سیستم بنا است، مثبت معین V(x) تابع چون < 1
2⁄ 

 است. موضعی صورتبه مجانبی پایدار ،شودمی تعریف

 تاو معادلات هک شوند انتخاب طوری باید فقط نیستند، فرد به نحصرم گرادیان تابع ضرایب :۴ تبصره

 باشند. برقرار

V∇ گرادیان در معادلات :۴مثال = [
∇V1

∇V2
] = [a11x1+a12x2

a21x1+a22x2
 زیر طور توانیممی را aij ضرایب [

 کنیم: انتخاب

a11 =
2

(1 − x1x2)2
 

a12 =
−x1

2

(1 − x1x2)2
 

a21 =
x1

2

(1 − x1x2)2
 

a22 = 2 
 ،شودمی نوشته زیر صورتبه گرادیان تابع ینبنابرا



     27برخه  طبیعي علوموڅېړنیزه مجله، د  -يمد عینک عل

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 او مني فصل بيدو کال د  ۱۴۰۲د  ګڼه، لومړۍکال،  لومړۍمجله،  ۍڅېړنیزه شپږ میاشتن -علمي د عینک لوګر د لوړو زده کړو مؤسسې

∇V =

[
 
 
 
 

2x1

(1 − x1x2)2
−

x1
2x2

(1 − x1x2)2

x1
3

(1 − x1x2)2
+ 2x2 ]

 
 
 
 

 

 ،نماییمیم بررسی را تاو معادلات بودن درست

∂∇V1

∂x2
=

3x1
2 − x1

3x2

(1 − x1x2)3
 

∂∇V2

∂x1
=

3x1
2 − x1

3x2

(1 − x1x2)3
 

V̇ کنیممی محاسبه را، 

(Vx)̇ = ∇V ∙ ẋ = ∇V1 ∙ ẋ1 + ∇V2 ∙ ẋ2 = −2(x1
2 + x2

2) 
 .باشدمی منفی عینم یسرا سر  طوربه V̇ که است واضح

 ،کنیممی محاسبه زیر صورتبه را V حال

V(x) = ∫ [
2x1

(1 − x1x2)2
−

x1
2x2

(1 − x1x2)2
] dx1

x1,(x2=0)

0

+ ∫ [
x1

3

(1 − x1x2)2
+ 2x2] dx2

x2

0

 

V(x) = x2
2 +

x1
2

1 − x1x2
 

۱) نامساوی توسط که اییهناح در V(x) تابع − x1x2) >  موضعی صورتبه ،شودمی تعریف 0

 است. مثبت معین

 (Sliding mode)لغزشی لو کنتر  روش به ناپایدار هاییستمس یدارسازیپا

 ،باشدمی یلغزش لو کنتر  روش آشوبگر و ناپایدار هاییستمس یدارسازیپا برای جدید یهاروش از یکی

 یلغزش سَح که رویهیک معرفی بعد ،کنیممی اضافه سیستم به را لو کنتر  بعتا ابتدا روش، این در

(Sliding surface) ستمسی وضعیت مسیرهای ،گذردیم تعادل( )نقَه مختصات مرکز از که دارد، نام 

 ترتیب بدین ند،ک میل تعادل نقَه به رویه طریق از مسیرها اینکه تا ،کنیممی رهنمایی رویه این روی به را

 خَی، یهایستمس انواع همه در که است این روش این هاییخوب از یکی .رسدیم پایداری به یستمس

 سیستم هکیهنگام روش این در همچنین .باشدمی اجرا قابل زمان به وابسته و زمان از مستقل غیرخَی،

 .کندمی میل تعادل نقَه سمت به خود به خود افتدیم لغزش سَح روی بر اصَلاحا  

 لغزشی لو کنتر  روش حلیلت

 گیریم،می نظر در را زیر زمان از مستقل یرخَیغ سیستم     



     28 یقی عینک، بخش علوم طبیعیتحق -مجلۀ علمی

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 هجری شمسی ۱۴۰۲  تابستان و خزان ،تحصیلات عالی لوګر، سال اول، شماره اول ۀتحقیقی عینک مؤسس -علمی ۀدو فصلنام

ẋ(t) = f(x(t)) + 𝐵(𝑥(𝑡))𝑢(𝑥(𝑡)) + 𝜌(𝑥(𝑡)) (𝐼𝑋) 
 𝑥 ∈ ℝ𝑛، شودمی نامیده وضعیت متغیر که است حامل. 

𝑓(𝑥) ، از تابع یکℝ𝑛 به ℝ𝑛 باشدمی. 

𝐵(𝑥)، متریکسی 𝑛 × 𝑚 که  یطور  ،باشدمی یرپذسمعکو  و𝑘(𝐵) = 𝑚 هاییهدرا و ،شودمی 

 هستند. زمان از مستقل و پیوسته توابعی آن

𝑢 ∈ ℝ𝑚، و کنترل ورودی ρ(𝑥) ∈ ℝ𝑛 تابع (اختلالdisturbance) ،۱ و است ≤ 𝑚 < 𝑛 

 .شودمی فرض

𝑠:ℝ𝑛 اینکه فرض با لغزشی: سَح ،۳تعریف → ℝ𝑛 می به وجود را زیر ابر صفحه که باشد تابعی

 .شودمی نامیده لغزش سَح ،ابر صفحه این و آورد،

𝑆 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 𝑠. 𝑡 𝑠(𝑥) = 0} 
 قرار لغزشی سَح روی بر وضعیت مسیرهای که یزمان (:sliding motionلغزشی) حرکت ،۴تعریف

 حرکت روند این به ،کندمی میل سیستم تعادل نقَه سمت به یدئالا حرکت یک صورتبه ،گیرندیم

  گویند.می لغزشی

 که یطور  داشت وجود 𝑡𝑠 متناهی زمان اینکه فرض با (: reaching timeدسترسی) زمان ،۵تعریف

 کند، صدق زیر رابَه در (𝐼𝑋) سیستم جواب

𝑠(𝑥(𝑡)) = 0, ∀𝑡 ≥ 𝑡𝑠 
𝑡 هر برای لغزشی حرکت یک صورت ینا در ≥ 𝑡𝑠 زمان و دارد، وجود 𝑡𝑠 نامیده سیدستر  زمان 

 .شودمی

 داریم، لغزشی حرکت زمان در کنیم فرض

𝑠(𝑡) = 0, 𝑠̇(𝑡) = 𝐺(𝑥̇(𝑡))∀𝑡 ≥ 𝑡𝑠 

𝐺 آن در که =
𝜕𝑠

𝜕𝑥
 داشت، خواهیم (𝐼𝑋) رابَه در 𝑥̇(𝑡) نمودن وضع با ،باشدمی 

𝐺ẋ(t) = Gf(x) + G𝐵(𝑥)𝑢(𝑥) + 𝐺𝜌(𝑥) , ∀𝑡 ≥ 𝑡𝑠 (𝑋) 
 در موجود لو کنتر  تابع باشد، جفت 𝐺𝐵 مربعی ماتریکس که است قسمی به 𝐺 یکسماتر کنید فرض

 ،گردد می بیان زیر صورتبه فردمنحصربه طوربه (𝑋معادله)

𝑢𝑒𝑞 = −(𝐺𝐵)−1𝐺(𝑓(𝑥) + 𝜌𝑥)                                                             (𝑋𝐼) 
 یرهایمس (𝐼𝑋) سیستم به قیمت هم لو کنتر  اعمال از پس ،گوییمیم قیمت مه لو کنتر  فوق لو کنتر  به

 کنند، میل ( ختصاتم مبدأ ) سیستم تعادل نقَه سمت به هستند، لو کنتر  از مستقل که سیستم این بهینه

 زیر نتیجه (𝐼𝑋) سیستم در (𝑋𝐼) معادله نمودن وضع با .افتدیم اتفاق لغزشی حرکت معادل طوربه یا و

 آید،می به دست

ẋ(t) = (𝐼𝑛 − 𝐵(𝐺𝐵)−1𝐺(𝑓(𝑥) + 𝜌𝑥), 𝐺𝑥(𝑡𝑠) = 0, ∀𝑡 > 𝑡𝑠 (𝑋𝐼𝐼)  



     29برخه  طبیعي علوموڅېړنیزه مجله، د  -يمد عینک عل

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 او مني فصل بيدو کال د  ۱۴۰۲د  ګڼه، لومړۍکال،  لومړۍمجله،  ۍڅېړنیزه شپږ میاشتن -علمي د عینک لوګر د لوړو زده کړو مؤسسې

 سیستم دو به آمدهدستبه (𝑋𝐼𝐼) سیستم ،گیردمی قرار لغزشی سَح روی بر (𝐼𝑋) سیستم کهیهنگام

 .گردد می تشریح زیر در که ،شودمی تجزیه دیگر

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵) چون = 𝑚 ،متعامد متریکس یک و است 𝑇𝑟 ∈ ℝ𝑛×𝑛 که رابَه یطور  است، موجود 

 باشد، برقرار زیر متریکس

𝑇𝑟𝐵 = [
𝐵1

0
] 

𝐵𝑟 و ∈ ℝ𝑚×𝑚 .است 

 نهمچنی ،شودمی تبدیل داریبش سَح سَری صورتبه 𝐵 متریکس گوس، حذفی روش از استفاده با

 .آیدمی به دست 𝑄𝑅 تجزیه روش توسط کندمی صدق بالای یکسمتر در که 𝑇𝑟 متعامد متریکس

 کنیم، جدا زیر صورتبه را سیستم حالت مسیر اگر

𝑇𝑟𝑥 = [
𝑥1

𝑥2
] 

𝑥1 که یطور  ∈ ℝ𝑚 و 𝑥2 ∈ ℝ𝑛−𝑚 ،رابَه یرخَیغ یمخَ یرصغ این در هستند (𝐼𝑋) به تواندمی 

 شود، نوشته زیر شکل

ẋ1 = f1(x1, x2) + 𝐵1(x1, x2)𝑢 + 𝜌1(x1, x2)                                        (𝑋𝐼𝐼) 
ẋ2 = f2(x1, x2) + 𝜌2(x1, x2) (𝑋𝐼𝐼𝐼) 

  داریم، یجهدرنت

[f1(x1, x2), f2(x1, x2)]
𝑇 = 𝑇𝑟𝑓(𝑥) 

  و

[ρ1(x1, x2), ρ2(x1, x2)]
𝑇 = 𝑇𝑟𝜌(x1, x2) 

 دهدمی نشان را لغزشی حرکت که سیستمی عنوانبه ،باشدمی لو کنتر  از مستقل که (𝑋𝐼𝐼𝐼) معادله

 (.Orloy، ۲۰۰۴دارد) نام لغزشی لو کنتر  سیستم یا یافته مرتبه کاهش سیستم و ،شودمی شناخته

 وجود زیادی پایداری معیارهای زمان از مستقل هاییستمس و یرخَیغ هاییستمس بررسی برای 

 معیار ،باشدمی (Routh) روت پایداری و (Nyquist) نیکویست پایداری معیار ازجمله که دارد،

 کهیرحالد شود، گرفته کار به یرخَیغ هاییستمس خاص بخش یک در ممکن نیکویست پایداری

 است. لیاپانوف درالکسان روش کاررفتهبه یرخَیغ هاییستمس پایداری تحلیل برای که روشی ینمؤثرتر

 نامب روسی دانیاضیر توسط میلادی نوزدهم قرن اواخر در یرخَیغ هاییستمس پایداری بررسی

 از یکی به و گرفت قرار لو کنتر  مهندسی هایگروه بیشتر موردتوجه که شد، مَرح لیاپانوف الکساندر

 برای تواندمی لیاپانوف پایداری روش شد. تبدیل هاسیستم پایداری تحلیل در مؤثر هاییروش

 یاضی،ر هایمدل در تعادل نقاط پایداری بررسی برای و شود استفاده غیرخَی و خَی هایسیستم

 در قدرتمند ابزار یک عنوانبه روش این است. مفید بسیار لیو کنتر  هایسیستم و دینامیکی هایسیستم

 ازجمله سیمهند و علمی هایزمینه از بسیاری در و گیردمی قرار مورداستفاده هاسیستم ایداریپ تحلیل

 نوین یهاز روشا یکی لغزشی لو کنتر  روش رود.می کار به اقتصاد و بیوشیمی الکترونیک، رباتیک،



     30 یقی عینک، بخش علوم طبیعیتحق -مجلۀ علمی
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Abstract 

Analysis of the stability of non-linear species of systems, even nonlinear time-

invariant systems, is often very difficult or even impossible, stabilization of 

unstable equilibrium points of dynamic systems is one of the most critical issues, 

in this research, the stabilization of nonlinear time-invariant systems has been 

investigated by two methods, Lyapunov and sliding control . Lyapunov stability 

methods have analyzed equilibrium points using the Krasovskii and variable 

gradient methods to generate Lyapunov functions. One of the new methods for 

stabilizing unstable systems is the sliding control method, the advantage of this 

method is that it can be applied in all types of linear, nonlinear, time-invariant, 

and time-dependent systems. 

Keywords: Equilibrium point, Lyapunov functions, Linearization, Sliding 

control.  
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